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Proposicion. Sean X e Y espacios normados sobre Ky T : X — Y
una aplicacién lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
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Proposicion. Sean X e Y espacios normados sobre Ky T : X — Y
una aplicacién lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

@ Existe un nimero M > 0 tal que || Tx|| < M||x|| para todo x € X.

@ T es una aplicacion lipchiciana, es decir, existe un nimero
M > 0 tal que

Tx =Ty[|<Mx=y| (xy€eX)

© T es uniformemente continua en X.
@ T es continua.
© T escontinuaen 0.

© Laimagen por T de todo conjunto acotado en X es un conjunto
acotadoenY.

@ Laimagen por T de la bola unidad cerrada de X es un conjunto
acotadoenY.
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Dados dos espacios normados X e Y sobre el mismo cuerpo, representaremos
por L(X,Y) el espacio vectorial de todos los operadores lineales y continuos de
X en Y. Representaremos por L(X) el espacio L(X,X).
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|IT || es la minima constante que verifica una desigualdad de ese tipo.
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[SoTI<ISITI
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La norma de un operador tiene una sencilla interpretacion geométrica, ||T|| es el
radio de la mas pequefia bola cerrada centrada en 0 que contiene a T (By ).
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El espacio L(X,Y) lo consideraremos siempre como un espacio normado
con la norma de operadores .Observa que dicha norma depende de las normas
que tengamosen X yenY.

En este curso es fundamental que aprendas a trabajar con la no rma de
operadores, para ello es esencial que pongas cada norma en do nde
corresponda y eso no lo podras hacer si no eres cuidadoso con | a notacion.
Con un ejemplo entenderas mejor lo que quiero decir. ¢ Cuantas normas hay en
la expresion siguiente?

[(SoT)x[[=[IS(TX)I < ISHIT < [SHTHIX|[I = [ISeTI<SIITI (1)
Una aplicacion T eL(X,Y) que es biyectiva y cuya inversa es continua diremos

que es un isomorfismo topoldgico . Si una tal aplicacién existe se dice que X e
Y son topolégicamente isomorfos

Operadores y Funcionales Lineales Continuos



La norma de un operador tiene una sencilla interpretacion geométrica, ||T|| es el
radio de la mas pequefia bola cerrada centrada en 0 que contiene a T (By ).

El espacio L(X,Y) lo consideraremos siempre como un espacio normado
con la norma de operadores .Observa que dicha norma depende de las normas
que tengamosen X yenY.

En este curso es fundamental que aprendas a trabajar con la no rma de
operadores, para ello es esencial que pongas cada norma en do nde
corresponda y eso no lo podras hacer si no eres cuidadoso con | a notacion.
Con un ejemplo entenderas mejor lo que quiero decir. ¢ Cuantas normas hay en
la expresion siguiente?

I(SoT)x[[=[IS(M) I <IISIITX[I < ISITHIxI = lSoTI<ISIITI )

Una aplicacion T eL(X,Y) que es biyectiva y cuya inversa es continua diremos
que es un isomorfismo topoldgico . Si una tal aplicacién existe se dice que X e
Y son topoldgicamente isomorfos .Una aplicacion T eL(X,Y ) que es biyectiva
y conserva las normas, esto es, | Tx|| = ||x|| para todo x € X, diremos que es un
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radio de la mas pequefia bola cerrada centrada en 0 que contiene a T (By ).
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con la norma de operadores .Observa que dicha norma depende de las normas
que tengamosen X yenY.

En este curso es fundamental que aprendas a trabajar con la no rma de
operadores, para ello es esencial que pongas cada norma en do nde
corresponda y eso no lo podras hacer si no eres cuidadoso con | a notacion.
Con un ejemplo entenderas mejor lo que quiero decir. ¢ Cuantas normas hay en
la expresion siguiente?
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Una aplicacion T eL(X,Y) que es biyectiva y cuya inversa es continua diremos
que es un isomorfismo topoldgico . Si una tal aplicacién existe se dice que X e
Y son topoldgicamente isomorfos .Una aplicacion T eL(X,Y ) que es biyectiva
y conserva las normas, esto es, | Tx|| = ||x|| para todo x € X, diremos que es un
isomorfismo isométrico . Cuando una tal aplicacion existe se dice que X e Y
son isométricamente isomorfos  .Dos espacios normados isométricamente
isomorfos tendran las mismas propiedades como espacios normados, por lo que
son indistinguibles en cuanto a su estructura de espacios normados. Es decir, un
isomorfismo isométrico es la identificacion total entre espacios normados.
Escribiremos X =Y para indicar que X e Y son isométricamente isomorfos.
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Diremos que un operador lineal T : X — Y de un espacio normado X en un
espacio normado Y esté acotado inferiormente  si existe m > 0 tal que
ITx|| = m||x|| paratodo x € X.
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Recuerda que el espacio de todos los funcionales lineales, o formas lineales,
sobre un espacio vectorial X se llama el dual algebraico de X y suele
representarse por X . Una evidencia que conviene no olvidar es que toda
forma lineal no nula es sobreyectiva.
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subespacio de X y T €L(M,Y ). Entonces existe una Unica Te Lin(M,Y) que
es una extension de T. Ademas ||T||=|[T| y si T es isométrica también T
es isométrica.

Recuerda que el espacio de todos los funcionales lineales, o formas lineales,
sobre un espacio vectorial X se llama el dual algebraico de X y suele
representarse por X *. Una evidencia que conviene no olvidar es que toda
forma lineal no nula es sobreyectiva.

Un hiperplano H es un subespacio vectorial maximal de X, es decir, H es un
subespacio vectorial propio de X, y si V es un subespacio vectorial de X tal
que H CcV C X, entonces H =V o X = V. Otra definicion equivalente es que
un hiperplano es un subespacio vectorial de codimension 1.
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Cuando X es un espacio normado sobre K el espacio L(X,K) de todos los
funcionales lineales continuos sobre X se llama el dual topolégico de X y
se representa por X*. En adelante, como no habra lugar a confusion, nos
referiremos a X* como el espacio dual o, simplemente, el dual del espacio
normado X.
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@ El ndcleo de una forma lineal no nula es un hiperplano.
@ Todo hiperplano es el nicleo de alguna forma lineal no nula.

@ Sidos formas lineales no nulas tienen el mismo nucleo, entonces cada
una de ellas es un mdltiplo escalar de la otra.

@ Las formas lineales son aplicaciones abiertas.

Cuando X es un espacio normado sobre K el espacio L(X,K) de todos los
funcionales lineales continuos sobre X se llama el dual topolégico de X y
se representa por X*. En adelante, como no habra lugar a confusion, nos
referiremos a X* como el espacio dual o, simplemente, el dual del espacio
normado X.La norma de operadores en X* se llama norma dual de la
norma de X. Observa que X* es siempre un espacio de Banach.

Si H es un hiperplano de un espacio normado X, comoH c Hc X y H es un
subespacio vectorial, debe ocurrir que o bien H =H, es decir, H es cerrado,
o bien H = X, es decir H es denso. Luego, todo hiperplano de un espacio
normado X o es cerrado o es denso en  X.
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@ El ndcleo de todo funcional lineal continuo no nulo es un hiperplano
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@ Si M un hiperplano cerrado y u € X\M. Entonces existe g € X*
verificando que ker(g) =M, ||g|| =1y g(u) =dist(u,M).
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verificando que ker(g) =M, ||g|| =1y g(u) =dist(u,M).

@ Sif: X — K es un funcional lineal discontinuo, entonces para toda bola
abierta B(a,r) se verifica que f(B(a,r)) =K.
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@ Un funcional lineal no nulo, f € X?, es continuo si, y sélo si, verifica
alguna de las condiciones equivalentes
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Sea X un espacio normado. Se verifica que

@ El ndcleo de todo funcional lineal continuo no nulo es un hiperplano
cerrado.

@ Si M un hiperplano cerrado y u € X\M. Entonces existe g € X*
verificando que ker(g) =M, ||g|| =1y g(u) =dist(u,M).

@ Sif: X — K es un funcional lineal discontinuo, entonces para toda bola
abierta B(a,r) se verifica que f(B(a,r)) =K.

@ El ndcleo de un funcional lineal discontinuo es un hiperplano denso.

@ Un funcional lineal no nulo, f € X?, es continuo si, y sélo si, verifica
alguna de las condiciones equivalentes

@ Su nlcleo es cerrado.
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Sea X un espacio normado. Se verifica que

@ El ndcleo de todo funcional lineal continuo no nulo es un hiperplano
cerrado.

@ Si M un hiperplano cerrado y u € X\M. Entonces existe g € X*
verificando que ker(g) =M, ||g|| =1y g(u) =dist(u,M).

@ Sif: X — K es un funcional lineal discontinuo, entonces para toda bola
abierta B(a,r) se verifica que f(B(a,r)) =K.

@ El ndcleo de un funcional lineal discontinuo es un hiperplano denso.

@ Un funcional lineal no nulo, f € X?, es continuo si, y sélo si, verifica
alguna de las condiciones equivalentes

@ Su nlcleo es cerrado.
o f esti acotada en alguna bola de radio positivo.
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Sea X un espacio normado. Se verifica que

@ El ndcleo de todo funcional lineal continuo no nulo es un hiperplano
cerrado.

@ Si M un hiperplano cerrado y u € X\M. Entonces existe g € X*
verificando que ker(g) =M, ||g|| =1y g(u) =dist(u,M).

@ Sif: X — K es un funcional lineal discontinuo, entonces para toda bola
abierta B(a,r) se verifica que f(B(a,r)) =K.

@ El ndcleo de un funcional lineal discontinuo es un hiperplano denso.

@ Un funcional lineal no nulo, f € X?, es continuo si, y sélo si, verifica
alguna de las condiciones equivalentes
@ Su nlcleo es cerrado.
o f esti acotada en alguna bola de radio positivo.
9 La parte real de f, Ref esta mayorada o minorada en alguna bola
de radio positivo.
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@ Un hiperplano afin , V, en un espacio vectorial X es un trasladado de
un hiperplano, es decir, es una variedad afin de la formaV =a+H
donde H es un hiperplano.
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@ Un hiperplano afin , V, en un espacio vectorial X es un trasladado de
un hiperplano, es decir, es una variedad afin de la formaV =a+H
donde H es un hiperplano.

@ Los hiperplanos afines son los conjuntos de la forma {x e X : f(x) = o}
donde f : X — K es una forma lineal no nulay a € K. Todo hiperplano
afin que no pasa por el origen esta determinado por una Unica forma
lineal no nula.
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@ Un hiperplano afin en un espacio normado es cerrado si, y sélo si, esta
determinado por una forma lineal continua.
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@ Un hiperplano afin , V, en un espacio vectorial X es un trasladado de
un hiperplano, es decir, es una variedad afin de la formaV =a+H
donde H es un hiperplano.

@ Los hiperplanos afines son los conjuntos de la forma {x e X : f(x) = o}
donde f : X — K es una forma lineal no nulay a € K. Todo hiperplano
afin que no pasa por el origen esta determinado por una Unica forma
lineal no nula.

@ Un hiperplano afin en un espacio normado es cerrado si, y sélo si, esta
determinado por una forma lineal continua.

El resultado siguiente generaliza la conocida formula que da la distancia de
un punto a un plano en la geometria euclidea.
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@ Un hiperplano afin , V, en un espacio vectorial X es un trasladado de
un hiperplano, es decir, es una variedad afin de la formaV =a+H
donde H es un hiperplano.

@ Los hiperplanos afines son los conjuntos de la forma {x e X : f(x) = o}
donde f : X — K es una forma lineal no nulay a € K. Todo hiperplano
afin que no pasa por el origen esta determinado por una Unica forma
lineal no nula.

@ Un hiperplano afin en un espacio normado es cerrado si, y sélo si, esta
determinado por una forma lineal continua.

El resultado siguiente generaliza la conocida formula que da la distancia de
un punto a un plano en la geometria euclidea.

Proposicion. Sea X un espacio normadoy sea H = {xeX : f(x) = a},
donde f e X*, f # 0y a €K, un hiperplano cerrado. Dado z ¢ H se tiene que
If(z) —a

dist(z,H) = i
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Todo espacio vectorial complejo, X, también es un espacio vectorial real, al
gue para distinguirlo notaremos Xg, y llamaremos espacio vectorial real
subyacente a X, sin mas que restringir a R x X el producto por escalares
gue tenemos definido en C x X.
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Todo espacio vectorial complejo, X, también es un espacio vectorial real, al
gue para distinguirlo notaremos Xg, y llamaremos espacio vectorial real
subyacente a X, sin mas que restringir a R x X el producto por escalares
gue tenemos definido en C x X. El siguiente resultado establece una relacion
entre los duales respectivos.
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Todo espacio vectorial complejo, X, también es un espacio vectorial real, al
gue para distinguirlo notaremos Xg, y llamaremos espacio vectorial real
subyacente a X, sin mas que restringir a R x X el producto por escalares
gue tenemos definido en C x X. El siguiente resultado establece una relacion
entre los duales respectivos.

Proposicion. Sea X un espacio vectorial complejo.
@ La aplicacion ¢ : X — (Xg)f dada por ®(f) = Ref es una biyeccién
R-lineal de X* sobre (Xg)F cuya inversa viene dada para toda ¢ € (Xg)"*
por ®~1(¢)(x) = ¢(x) —i¢(ix) para todo x € X.
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®(f) = Ref es una biyeccion R-lineal isométrica de X* sobre (Xg)*
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Todo espacio vectorial complejo, X, también es un espacio vectorial real, al
gue para distinguirlo notaremos Xg, y llamaremos espacio vectorial real
subyacente a X, sin mas que restringir a R x X el producto por escalares
gue tenemos definido en C x X. El siguiente resultado establece una relacion
entre los duales respectivos.

Proposicion. Sea X un espacio vectorial complejo.
@ La aplicacion ¢ : X — (Xg)f dada por ®(f) = Ref es una biyeccién
R-lineal de X* sobre (Xg)F cuya inversa viene dada para toda ¢ € (Xg)"*
por ®~1(¢)(x) = ¢(x) —i¢(ix) para todo x € X.
@ Si X es un espacio normado la aplicacion ¢ : X* — (Xg)* dada por
®(f) = Ref es una biyeccion R-lineal isométrica de X* sobre (Xg)*

Por tanto, un funcional C-lineal esta determinado de manera Unica por

su parte real que es un funcional R-lineal, dicho de otra forma, los
funcionales R-lineales son las partes reales de los funcionales C-linealesy,
para funcionales lineales continuos, un funcional lineal y su parte real tienen
igual norma.
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Todo espacio vectorial complejo, X, también es un espacio vectorial real, al
gue para distinguirlo notaremos Xg, y llamaremos espacio vectorial real
subyacente a X, sin mas que restringir a R x X el producto por escalares
gue tenemos definido en C x X. El siguiente resultado establece una relacion
entre los duales respectivos.

Proposicion. Sea X un espacio vectorial complejo.
@ La aplicacion ¢ : X — (Xg)f dada por ®(f) = Ref es una biyeccién
R-lineal de X* sobre (Xg)F cuya inversa viene dada para toda ¢ € (Xg)"*
por ®~1(¢)(x) = ¢(x) —i¢(ix) para todo x € X.
@ Si X es un espacio normado la aplicacion ¢ : X* — (Xg)* dada por
®(f) = Ref es una biyeccion R-lineal isométrica de X* sobre (Xg)*

Por tanto, un funcional C-lineal esta determinado de manera Unica por

su parte real que es un funcional R-lineal, dicho de otra forma, los
funcionales R-lineales son las partes reales de los funcionales C-linealesy,
para funcionales lineales continuos, un funcional lineal y su parte real tienen
igual norma.

Si X es un espacio vectorial complejo los hiperplanos afines en el espacio
real subyacente X son las variedades afines de la forma
{xeX :Ref(x) =a} dondefeX?y acR.
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Proposicion. Seanp > 1y q > 1 tales que % + % = 1. Paracaday €/q sea
dy : £, — K el funcional lineal definido por:

00

(®y)(x)= > x(ny(n)  (xebp) @

n=1

Se verifica entonces que ®y € £y, [Py | = |ly [lq, ¥ la aplicacion & : £q — £,
que a caday €{q hace corresponder ®y € ¢; definido por (2) es un
isomorfismo isométrico.
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Proposicion. Seanp > 1y q > 1 tales que % + % = 1. Paracaday €/q sea
dy : £, — K el funcional lineal definido por:

00

(®y)(x)= > x(ny(n)  (xebp) @

n=1

Se verifica entonces que ®y € £y, [Py | = |ly [lq, ¥ la aplicacion & : £q — £,
que a caday €{q hace corresponder ®y € ¢; definido por (2) es un
isomorfismo isométrico.

La relacion de dualidad entre £y y {q Se expresa {q = {;. Observa que hay
una simetria total, por lo que también ¢, = (3.
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Proposicion. Seanp > 1y q > 1 tales que % + % = 1. Paracaday €/q sea
dy : £, — K el funcional lineal definido por:

00

(®y)(x)= > x(ny(n)  (xebp) @

n=1

Se verifica entonces que ®y € £y, [Py | = |ly [lq, ¥ la aplicacion & : £q — £,
que a caday €{q hace corresponder ®y € ¢; definido por (2) es un
isomorfismo isométrico.

La relacion de dualidad entre £y y {q Se expresa {q = {;. Observa que hay
una simetria total, por lo que también ¢, = ¢;.Seguidamente nos ocupamos
delcasop =1, q = .
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Proposicion. Seanp > 1y q > 1 tales que % + % = 1. Paracaday €/q sea
dy : £, — K el funcional lineal definido por:

00

(®y)(x)= > x(ny(n)  (xebp) @

n=1

Se verifica entonces que ®y € £y, [Py | = |ly [lq, ¥ la aplicacion & : £q — £,
que a caday €{q hace corresponder ®y € ¢; definido por (2) es un
isomorfismo isométrico.

La relacion de dualidad entre £y y {q Se expresa {q = {;. Observa que hay
una simetria total, por lo que también ¢, = ¢;.Seguidamente nos ocupamos
delcasop =1, q = .

Proposicion. Para caday € /. sea ®y : {1 — K el funcional lineal definido
por:

00

(®y)(x) = Y x(n)y(n)  (xeb) ©)

n=1

Se verifica entonces que ®y €4}, || ®y|| = ||y||», ¥ la aplicaciéon ¢ : £, — £]
que a cada y €/ hace corresponder ®y c ¢; definido por (3) es un
isomorfismo isométrico.
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Proposicion. Para caday €/, sea ®y : cg — K el funcional lineal definido
por:

0

(Py)(x)= > x(n)y(n)  (x€co) 4
n=1
Se verifica entonces que ®y ecg, [|Py|| = |ly|l1. y la aplicacion ¢ : {1 — cg
gue a caday €/, hace corresponder ®y cc; definido por (4) es un
isomorfismo isométrico.
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Proposicion. Para caday €/, sea ®y : cg — K el funcional lineal definido
por:

0

(®y)(x)= 3 x(ny(n)  (xeco) 4

n=1

Se verifica entonces que ®y ecg, [|Py|| = |ly|l1. y la aplicacion ¢ : {1 — cg
gue a caday €/, hace corresponder ®y cc; definido por (4) es un
isomorfismo isométrico.

Teorema de representacion de Riesz. Sea Q2 un conjunto de medida
positiva en RN y sean p > 1,q > 1 tales que % + % = 1. Para cada g €Lq(R)
definimos &g : Lp(2) — K por

(®9)(F) = [T()g(x)dx  (feLp(R)) (5)
Q

Se verifica que g eL,(2)*, ||Pgl| = ||l9]lq ¥ la aplicacion & : Lq(2) — Lp(2)*
que a cada g €Lq(Q2) hace corresponder ¢g € L,(2)* definido por 5 es un
isomorfismo isométrico.
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Proposicion. Para caday €/, sea ®y : cg — K el funcional lineal definido
por:

0

(Py)(x)= > x(n)y(n)  (x€co) 4
n=1
Se verifica entonces que ®y ecg, [|Py|| = |ly|l1. y la aplicacion ¢ : {1 — cg
gue a caday €/, hace corresponder ®y cc; definido por (4) es un
isomorfismo isométrico.

Teorema de representacion de Riesz. Sea Q2 un conjunto de medida
positiva en RN y sean p > 1,q > 1 tales que % + % = 1. Para cada g €Lq(R)
definimos &g : Lp(2) — K por

(®9)(F) = [T()g(x)dx  (feLp(R)) (5)
Q

Se verifica que g eL,(2)*, ||Pgl| = ||l9]lq ¥ la aplicacion & : Lq(2) — Lp(2)*
que a cada g €Lq(Q2) hace corresponder ¢g € L,(2)* definido por 5 es un
isomorfismo isométrico.

La relacion de dualidad entre Lp(2) y Lq(Q2) se expresa Lq(Q2) = Lp(2)*.
Observa que hay una simetria total, por lo que también L, (£2) = Lq(€2)*.

Operadores y Funcionales Lineales Continuos



Un tratamiento analogo puede hacerse cuando p = 1y g = « obteniendo que
®: Lo () — L1 ()" es un isomorfismo isométrico, es decir, L. (2) = L1 (Q2)*.
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Un tratamiento analogo puede hacerse cuando p = 1y g = « obteniendo que
®: Lo () — L1 ()" es un isomorfismo isométrico, es decir, L. (2) = L1 (Q2)*.

Cuando p =« y q = 1 definiendo igual que antes ¢ : L; () — L»(2)*, resulta
que & es una isometria lineal pero no es sobreyectiva.
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Un tratamiento analogo puede hacerse cuando p = 1y g = « obteniendo que
®: Lo () — L1 ()" es un isomorfismo isométrico, es decir, L. (2) = L1 (Q2)*.

Cuando p =« y q = 1 definiendo igual que antes ¢ : L; () — L»(2)*, resulta
que & es una isometria lineal pero no es sobreyectiva.

Teorema. Para cada g €L ([a,b]) definamos Vg : C[a,b] — K por

b
(Vo)(x) = [x(t)g(t)dt  (xeCla,b])

Se verifica entonces que WgeC[a,b]* y |[Wg| = ||g]||1. Por tanto la aplicacién
asi definida ¥ : L1([a,b]) — C[a,b]* es una isometria lineal lo que permite
identificar a L1 ([a,b]) con un subespacio cerrado de C|a,b]*.
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Un tratamiento analogo puede hacerse cuando p = 1y g = « obteniendo que
®: Lo () — L1 ()" es un isomorfismo isométrico, es decir, L. (2) = L1 (Q2)*.

Cuando p =« y q = 1 definiendo igual que antes ¢ : L; () — L»(2)*, resulta
que & es una isometria lineal pero no es sobreyectiva.

Teorema. Para cada g €L ([a,b]) definamos Vg : C[a,b] — K por

b
(Vo)(x) = [x(t)g(t)dt  (xeCla,b])

Se verifica entonces que WgeC[a,b]* y |[Wg| = ||g]||1. Por tanto la aplicacién
asi definida ¥ : L1([a,b]) — C[a,b]* es una isometria lineal lo que permite
identificar a L1 ([a,b]) con un subespacio cerrado de C|a,b]*.

No se agota aqui la descripcion del dual de CJa,b], otros elementos del dual
son los funcionales de evaluacién: fijado t € [a,b] definimos & : C[a,b] - K
por &(x) = x(t) paratodo x €CJ[a,b].
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Un tratamiento analogo puede hacerse cuando p = 1y g = « obteniendo que
®: Lo () — L1 ()" es un isomorfismo isométrico, es decir, L. (2) = L1 (Q2)*.

Cuando p =« y q = 1 definiendo igual que antes ¢ : L; () — L»(2)*, resulta
que & es una isometria lineal pero no es sobreyectiva.

Teorema. Para cada g €L ([a,b]) definamos Vg : C[a,b] — K por

b
(Vo)(x) = [x(t)g(t)dt  (xeCla,b])

Se verifica entonces que WgeC[a,b]* y |[Wg| = ||g]||1. Por tanto la aplicacién
asi definida ¥ : L1([a,b]) — C[a,b]* es una isometria lineal lo que permite
identificar a L1 ([a,b]) con un subespacio cerrado de C|a,b]*.

No se agota aqui la descripcion del dual de CJa,b], otros elementos del dual
son los funcionales de evaluacién: fijado t € [a,b] definimos & : C[a,b] - K
por &(x) = x(t) paratodo x € C[a,b].Es inmediato que & €C[a,b]* y ||&] = 1.
A este funcional se le suele llamar delta de Dirac en el punto t.
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Un tratamiento analogo puede hacerse cuando p = 1y g = « obteniendo que
®: Lo () — L1 ()" es un isomorfismo isométrico, es decir, L. (2) = L1 (Q2)*.

Cuando p =« y q = 1 definiendo igual que antes ¢ : L; () — L»(2)*, resulta
que & es una isometria lineal pero no es sobreyectiva.

Teorema. Para cada g €L ([a,b]) definamos Vg : C[a,b] — K por

b
(Vo)(x) = [x(t)g(t)dt  (xeCla,b])

Se verifica entonces que WgeC[a,b]* y |[Wg| = ||g]||1. Por tanto la aplicacién
asi definida ¥ : L1([a,b]) — C[a,b]* es una isometria lineal lo que permite
identificar a L1 ([a,b]) con un subespacio cerrado de C|a,b]*.

No se agota aqui la descripcion del dual de CJa,b], otros elementos del dual
son los funcionales de evaluacién: fijado t € [a,b] definimos & : C[a,b] - K
por &(x) = x(t) paratodo x € C[a,b].Es inmediato que & €C[a,b]* y ||&] = 1.
A este funcional se le suele llamar delta de Dirac en el punto t.Se comprueba
facilmente que si s #t son puntos en [a,b] entonces ||& — &|| = 2 de donde
se deduce que el espacio dual de C[a,b] no es separable.
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